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The article deals with Gertler vortices in the boundary layer of fluid applied typical range of 
variation of the wavelength of the vortices. Formulated boundary problem for the typical short-
wavelength regime. The development of vortices Gertler in compressible, especially hypersonic 
flows, attracted by now considerable interest in the development of new technologies, namely 
the creation of new supersonic little turbulent wind tunnel and the design of hypersonic aircraft, 
which detect the position of the laminar-turbulent transition and finding the distributions and 
peak values of the heat flows are key elements. In this article the mathematical model describing 
the nonlinear stage of development of disturbances in compressible boundary layer in the field 
of centrifugal forces at large, but subcritical Reynolds numbers and Gertler. This model is 
designed for the description of the vortices Gertler, and to describe the perturbed flows about 
local or periodic irregularities in the transverse direction or the other spatial disturbed flow. 
For small amplitudes of perturbations of nonlinear boundary value problems are reduced to 
linear problems of the theory of stability, which so far developed only in fragments. Based on 
the method of matched asymptotic expansions we studied some linear modes of perturbations 
in the field of centrifugal forces. In particular, The role of the transition temperature layer in 
the development of disturbances in hypersonic flows. At the same time, the experimental studies 
suggest the occurrence of other possible forms of perturbed vortex movement of gas that requires 
further research.
Keywords: perturbed region, Gertler Taylor vortices, the thickness of the boundary layer, transversal 
speed.
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К вопросу обтекания вогнутой поверхности  
потоком сжимаемой жидкости
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университет им. К.И. Скрябина 
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В статье рассматриваются вихри Гертлера в пограничном слое жидкости применительно к 
характерным диапазонам изменения длины волны вихрей. Формулируется краевая задача для 
характерного коротковолнового режима. Развитие вихрей Гертлера в сжимаемых, в частности 
гиперзвуковых, потоках привлекает в настоящее время значительный интерес в связи с 
разработкой новых технологий, а именно с созданием новых сверхзвуковых малотурбулентных 
аэродинамических труб и с проектированием гиперзвуковых летательных аппаратов, 
для которых определение положения ламинарно-турбулентного перехода и нахождение 
распределений и пиковых величин тепловых потоков являются ключевыми элементами. В 
настоящей статье сформулирована математическая модель, описывающая нелинейную фазу 
развития возмущений в сжимаемом пограничном слое в поле центробежных сил при больших, 
но докритических значениях чисел Рейнольдса и Гертлера. Эта модель предназначена для 
описания как развития вихрей Гертлера, так и возмущенных течений около локальных или 
периодических в трансверсальном направлении неровностей или других пространственных 
возмущенных течений. При малых амплитудах возмущений нелинейные краевые задачи сводятся 
к линейным задачам теории устойчивости, которая к настоящему времени разработана лишь 
фрагментарно. На основе метода сращиваемых асимптотических разложений исследованы 
некоторые линейные режимы развития возмущений в поле центробежных сил. В частности, 
выявлена роль переходного температурного слоя в развитии возмущений в гиперзвуковых 
потоках. В то же время имеющиеся экспериментальные исследования свидетельствуют о 
возникновении других возможных форм возмущенного вихревого движения газа, что требует 
проведения дальнейших исследований. 
Ключевые слова: возмущенная область, вихри Гертлера – Тейлора, толщина пограничного 
слоя, трансверсальная скорость.
Рассмотрим режим, соответствующий длинам волны вихрей Гертлера – Тейлора λ, срав-
нимым с толщиной пограничного слоя δ. В этом случае характерные размеры возмущенной 
области течения совпадают по порядку величины, тогда одинаковые порядки будут иметь и 
возмущенные величины вертикальной и трансверсальной скоростей v~W, что следует из урав-
нения неразрывности и принципа минимального вырождения.
Предположим, что вихри вызывают нелинейные изменения основного течения, тогда 
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Предположим,  что вихри вызывают нелинейные изменения основного 
течения, тогда                u~∆u~0.                                                                                 ��� 
Нелинейность, проявляющаяся трансверсальном направлении дает                     
                                        w~∆w~�∆��
�
�.                                                                (2) 
При  этом исследуются нелинейные процессы, проявляющиеся в 
течении с характерным масштабом в направлении координаты  z, равным λ, 
что определяет величину градиента давления в поперечном направлении:    
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Из уравнения неразрывности и оценок (1.1) – (1.3) можно найти продольный 
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 Для дальнейшего анализа важно оценить порядок отношения 
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                                                                      у � λуα 
                                                                      z � λzα 
                                         u�х, у, z, ε� � uα�х�, у�, z�� � � 





� � � 
  




� � �                       
(6) 
                                         ρ�х, у, z, ε� � ρα�х�, у�, z�� � � 
  
                                         Η�х, у, z, ε� � Ηα�х�, у�, z�� � � 
            P(γµ∞� ��� � ε�ρα�х�, у�, z��+…. 
Подстановка этих разложений в систему уравнений Навье – Стокса и 
совершение предельного перехода при �� � ∞,   �� � ∞    приводят к 




















� �                                          (7) 

























 = 0 









 = 0 





течение, в котором будет описываться системой уравнений трехмерного пограничного слоя. 
Решение такой системы можно представить в виде 
3 
 




� ,              течение в котором будет описываться 
системой уравнений трехмерного пограничного слоя. Решение такой 





                                             у λуα 
                                                                      z � λzα 
                                         u�х, у, z, ε� � uα�х�, у�, z�� � � 





� � � 
  




� � �                       
(6) 
                                         ρ�х, у, z, ε� � ρα�х , у�, z�� � � 
  
                                         Η�х, у, z, ε� � Ηα�х�, у�, z�� �  
            P(γµ∞� ��� � ε�ρα�х�, у�, z��+…. 
Подстановка этих разложений в систему уравнений Навье – Стокса и 
совершение предельного перехода при �� � ∞,   �� � ∞    приводят к 




















� �                                          (7) 

























 = 0 









 = 0 






Подстановка этих разложений в систему уравнений Навье – Стокса и совершение предель-
ного перехода при Re → ∞, Ge → ∞ приводят к модифицированной сист ме уравнений Эйлера 
для трехмерного возмущенного течения:
– 35 –
Samara T. Zhusupbekova. The Issue Flow Concave Surface Flow in Compressible Fluid
3 
 




� ,              течение в котором будет описываться 
системой уравнений трехмерного пограничного слоя. Решение такой 





                                                                      у � λуα 
                                                                      z � λzα 
                                         u�х, у, z, ε� � uα�х�, у�, z�� � � 





� � � 
  




� � �                       
(6) 
                                         ρ�х, у, z, ε� � ρα�х�, у�, z�� � � 
  
                                         Η�х, у, z, ε� � Ηα�х�, у�, z�� � � 
            P(γµ∞� ��� � ε�ρα�х�, у�, z��+…. 
Подстановка этих разложений в систему уравнений Навье – Стокса и 
совершение предельного перехода при �� � ∞,   �� � ∞    приводят к 




















� �                                          (7) 

























 = 0 









 = 0 





Отличие системы уравнений (6) от обычной системы уравнений Эйлера состоит в на-
личии члена в уравнении для поперечного импульса, учитывающего влияние центробежных 
сил. 
Другая особенность связана с отсутствием градиента давления в уравнении продольного 
импульса. Из второго уравнения системы (6) следует сохранение продольной составляющей 
вектора скорости вдоль линии тока. Аналогичным первым интегралом обладает и уравнение 
для полной энтальпии. Для возмущений малой амплитуды решение системы уравнений (6) 
можно представить в виде
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(11)
с граничными условиями
1(0) = 0; v1(∞) = 0;
z(∞) = 0; z(0) = const.
  (12) 
Это уравнение представляет собой з дачу на собственные значения. Существует два пути 
решения уравнения (10) с г ч ыми условиям  (11): пои к собственных значений матрицы, 
получающейся при разностном представлении уравнения (10); второй путь – как результат ре-
шения дифференциального уравнения методом Рунте – Кутта.
На рис. 1 и 2 представлены профили скорости z для различных значений g, μ∞, γ.
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Рис. 1. График распределения скорости z при μ = 0,2, g = 2,5, γ = 1,8, α = 15, β = 0,01,
μ = 0,2, g = 0,6, γ = 1,8, α = 15, β = 0,01,
μ = 0,2, g = 2,0, γ = 1,8, α = 3,5, β = 0,01
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Рис. 2.   График распределения скорости  z    при 
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Рис. 3.   Схема исследуемого течения 
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Рис. 2. График распределения скорости z при μ = 1,4, g = 1,4, γ = 1,8, α = 15, β = 0,01
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